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摘 要：利用Liapunov第二方法，通过构造Liapunov函数，讨论了一类具有非线性密度制约的食物链

生态系统平衡点的稳定性．
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引言

在自然界中，生活在同一环境中的各类生物

种群之间存在着复杂的关系. 食物链生态系统是

指各类生物种群之间存在这样的关系：系统中，

后一种生物种群主要以捕食前一种生物种群为

生，并且是自身之后那一生物种群的食饵，从而

形成捕食链．文献 [1] 研究了三种群食物链生态

系统

= ，

= + ，

= +
(1)

的平衡点的稳定性，得出其平衡点是稳定的．但

是，系统（1）并没有考虑种群本身的密度制约.

事实上，种群在自身繁殖的过程中，要受到自身

密度的影响，密度越大，种群内对食饵的竞争越

大．本文通过构造 Liapunov函数的方法，讨论了

一类具有非线性密度制约的三种群食物链生态系统

1= 1 1 1 1 12 2 ，

2= 2 2+ 2 1 1 2 2 2 3 3 ，

3= 3 3+ 3 2 2 3 3

( 2)

的平衡点稳定性（其中 =1,2 , 3 是严格递

增的非线性密度制约函数， >0 , 且所有的

系数均为正常数），并将结论推广到 种群食物

链生态系统

1= 1 1 1 1 12 2 ,
2= 2 2+ 2 1 1 2 2 2 3 3 ,

= + , 1 1 , +1 +1 ,

= + , 1 1 .

( 3 )

预备知识

引理 2 设 * 是系统 = 的一

个平衡点，则有一函数 在区域 : 1>0,

2>0 , , >0 内为 Liapunov函数，如果它具有

下列性质：

i * =0，当 ， *时， >0；
i i 当 →0 或 1

2+ 2
2+ + 2→ （ =1 ,2 ,

, ）时， → ；

（i i i）关于系统有 =
=1

0，

.

引理 2 若 * 是模型

d
d = , 2 , , , =1 ,2 , , ( 4)

的正平衡点，其中 在正象限中连续，若在

区域 : 1>0 , 2>0 , , >0 内存在一函数

，且具有下列性质：

( i ) 当 ， * 时， >0；
( i i ) 在 内 有极小值为零，且在 *

点发生，即 * =0；
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( iii ) 当 →0 或 1
2+ 2

2+ + 2（ =1 , 2 , ,

时， → ；

( iv) 关于系统（4）有 =
=1

0， ；

(v) * 是正象限中惟一的一个不变集，

则系统（4）的平衡点 * 是全局稳定的．

由引理 1.1和引理 1.2，可得

引理 * 是模型

d
d = 1 , 2 , , =1 ,2 , ,

的正平衡点，若在区域 : 1>0, 2>0 , ,

>0 内存在一个 Liapunov函数 ，且不变集 *

= 1 , 2 , , =0 除平衡点 * 外不含系统

的正半轨线，则系统（4）的平衡点 * 是全局

稳定的．

主要结果

定理 设系统 (2) 有孤立的正平衡点 *

= 1
* , 2

* , 3
* , 则平衡点 * 全局稳定, 即任意初

值为 0 >0 对应的解 , 当 → 时 , 都有

→ *．

注：若没有正平衡点，生态系统会出现死亡；

若出现非惟一正平衡点，生态不能保持宏观全局

渐近稳定，产生宏观不稳，这两种情况不讨论．

证明 由于系统 ( 2 ) 存在孤立的正平衡点
* = 1

* , 2
* , 3

* , 即

1
*

1 1 1
*

1 2 2
* =0，

2
*

2+ 2 1 1
*

2 2
*

23 3
* =0，

3
*

2+ 3 2 2
*

3 3
* =0 .

( 5)

由 (5) 式, 系统 ( 2) 可改写为

1= 1 1 1 1 1
*

12 2 2
* ,

2= 2 21 1 1
*

2 2 2 2
*

23 3 3
* ,

3= 3 32 2 2
*

3 3 3 3
* .

(6)

从问题的生态学意义来看, 我们感兴趣的只

是非负解. 现要证明孤立的平衡点 *= 1
* , 2

* , 3
*

的稳定性,关键的是构造出合适的 Liapunov函数．

考虑函数 =
=1

3
* ln ，其中 1=1,

2= 12

21
, 3= 1 2 2 3

2 1 3 2
.

令 = * ，下证 是一个

Liapunov函数．

由于 = 1
*

=1 ,2 ,3)，

故 =0 = *， ( 7)

且
2

2 =
*

2 >0， =1, 2 ,3) . ( 8)

由 (7 )、 (8) 式可知函数 在点 *= 1
* ,

2
* , 3

* 处达到局部极小值 * .

由于 在区域 = = 1 , 2 , 3 >0

中连续，故 在点 *= 1
* , 2

* , 3
* 处取得最

小值 * ．由定义， * =0 , 故对域 =

>0 中任何区别于 * 的点 , 有 >0 , 易见当

=1

3
2→ 或 →0 时 , → ，即函数

是无穷大正函数．

又 是单调递增的，故
* * 0， =1, 2 ,3)， ( 9)

则沿系统 (6) 计算 的全导数 , 得

=
=1

3 *

=

1 1
*

1 1 1 1
*

12 2 2
* +

12

21
2 2

*
2 1 1 1

*
2 2 2 2

*

23 3 3
* + 1 2 2 3

2 1 3 2
3 3

*
3 2 2 2

*
3 3

3 3
* =

=1

3
* * 0. (10)

由引理 1 .1知， 是一个 Liapunov 函数，

考虑不变集 *= 1 , 2 , 3
d
d =0 ，下证此不

变集除点 *= 1
* , 2

* , 3
* 外不含系统（2）的正

半轨线．事实上，由（10）式得， =0 当且仅当
* * =0， =1, 2 ,3) . 由于

( =1 ,2 , 3) 是严格递增的函数，故 *

* =0当且仅当 = * ，即 = *，也

即证不变集 *= 1 , 2 , 3
d
d =0 除点 *=

1
* , 2

* , 3
* 外不含系统（2）的正半轨线，由引

理 1 .3知 *= 1
* , 2

* , 3
* 是全局稳定的, 即加了

非线性密度制约的食物链生态系统仍然是稳定的．

n
定理 设系统 (3) 有孤立的正平衡点 *

= 1
*, 2

*, , * , 则平衡点 * 全局稳定 , 即任意初

值 0 > 0为对应的解 , 当 → 时 , 都有

→ *．

证明 设系统 (3) 存在孤立的正平衡点 *=
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1
*, 2

*, , * , 即

1
*

1 1 1
*

1 2 2
* =0,

2
*

2+ 21 1
*

2 2
*

2 3 3
* =0 ,

* + , 1
*

1
*

, +1 +1
* =0,

* + , 1 1
* * =0.

(11)

由 (11) 式 , 系统 (3) 可改写为
1= 1 1 1 1 1

*
12 2 2

* ,
2= 2 21 1 1

*
2 2 2 2

*
23 3 3

* ,

= , 1 1 1
* *

, +1 +1 +1
* ,

= , 1 1 1
* * ,

(12)

其中 10=0， , + 1=0.

考虑函数 =
=1

* ln ， 1=1 , 2=

1 2

2 1
， , = 12 23 1,

21 32 , 1
.令 = * ，

可证 在点 *= 1
* , 2

* , , * 处达到局部极

小值 * ，由于 在区域 = = 1 , 2 ,

, >0 中连续，故 在点 *= 1
* , 2

* , ,
* 处取得最小值 * ．由定义， * =0, 故

对域 = >0 中任何区别于 * 的点,有

>0, 易见当
=1

2→ 或 →0时 , → ，即

函数 是无穷大正函数．

又 是单调递增的，故
* = * 0， =1,2 , , ，(13)

则沿系统 (12 ) 计算 的全导数 , 得

=
=1

*

=

=1

*

, 1 1 1
* *

, +1 +1 +1
* =

=1

* * 0

(14)

由引理1 .1知， 是一个 Liapunov 函数，考

虑不变集 *= 1 , 2 , , d
d =0 ，类似定

理2.1的证明，可证此不变集除点 *= 1
* , 2

* , ,
* 外不含系统（3）的正半轨线．由引理1.3知
*= 1

* , 2
* , , * 是全局稳定的．

进一步讨论

若系统（3）中有 （1 < ）个 为

零，则系统变为有 个种群受非线性密度制

约的食物链生态系统，由（14）可知，此时
d
d

是由 个常负项构成的多项式，
d
d 0，容

易验证 *= 1 , 2 , , d
d =0 仅包含正平

衡点 *= 1
* , 2

* , , * ，系统在该平衡点是稳

定的．
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Using the secondmethod of Liapunov, bymaking the Liapunov function, discussing
the balance point stability in a kind of food chain ecosystem with non-linear density restriction.
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