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摘 要：研究了在一定条件下不同分布的两两NQD列的强大数定律，得到了新的结果．
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两两NQD列的概念是 Lehmann 1 在 1966年提

出的．称随机变量 X 和 Y 是 NQD (Negatively

Quadrant Dependent) 的，若对 x, y R 有

P X<x , Y<y P X<x P Y<y .

称随机变量序列 Xn , n 1 是两两NQD的，若

i j, Xi 与 Xj 是NQD的．

两两 NQD 列是包含两两独立在内的非常广

泛的概念，后来的许多负相联的概念是在此基础

上繁衍出来的，著名的 NA列 2 就是其特例之一．

因此对于两两NQD列的研究就显得更为基本，同

时更加困难．到目前为止，有不少文献讨论了两

两 NQD列的极限结果．Matula 3 在 1992年获得了

同分布的两两 NQD 列的 Kolmogorov 型强大数定

律；王岳宝和苏淳 4 在附加了某种混合条件后获

得了同分布两两 NQD 列的 Marcinkiwicz-Zygmund

强大数定律和 Baum和 Katz完全收敛定理；王岳

宝等 5 讨论了不同分布的两两 NQD 列的强稳定

性；吴群英 6 则讨论了两两 NQD 列的三级数性

质；陈平炎 7 则讨论了不同分布 NQD 列的 Ko-

lmogorov型强大数定律．本文推广了陈平炎的结

果，在更为广泛的条件下讨论不同分布的两两

NQD列的强大数定律，得到了新的结果．

引理 1 设随机变量 X 和 Y 是 NQD的，则

( i ) EXY EXEY ;
( i i ) P X>x , Y>y P X>x P Y>y , x , y

R ;
( i i i ) 如果 f , g 同为非降 (或非增) 的函数，

则 f X 和 g Y 仍为 NQD的．

主要结果的证明需要用到下列定理：

定理 A 7 设 Xn , n 1 是两两 NQD列，对

任意的 n 1, 方差 Var Xn < , an , n 1 是非

降趋于无穷的正常数序列．假设

( a ) sup
n 1
an 1

i=1

n

E Xi EXi < ;

(b)
i=1

Var Xn /an2< .

则强大数定律 an 1

i=1

n

Xi EXi →0 a.s成立．

定理 1 设 Xn ,n 1 是两两NQD列，且满足

sup
n 1
an 1

i=1

n

E Xi < , ( 1)

假设对每个 n 1 至少有如下条件之一成立：

(Ⅰ )
n=1
E Xn

an+ Xn
< , 0< <1 ,

(Ⅱ )
n=1
E Xn

an Xn
1+an < , 1 2 ,

且有EXn =0 . 其中 an , n 1 是非降趋于无穷的

正常数序列．则强大数定律 an 1

i=1

n

Xi →0 a.s成立．

证明 当 0< <1, Xn >an 时，有
2 Xn

an+ Xn
>1，

从而有

P Xn >an =E I Xn >an <2E Xn

an+ Xn
, ( 2 )

当 1 2, Xn >an时，有
2 Xn

an Xn
1+an >1, 进而有

P Xn >an =E T Xn >an <2E Xn

an Xn
1+an ,

( 3 )
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当定理 1 中条件 (Ⅰ ) 或 (Ⅱ ) 成立时，则

由 ( 2)、 ( 3) 两式得到

n=1
P Xn >an < . ( 4)

因此由 Borel-Cantelli 引理 , 要证 an 1

i=1

n

Xi →0 a.s,

只需证明

an 1

i=1

n

Xi I Xi ai +ai I Xi >ai ai I Xi < ai

→0 a.s .

令 Yi =Xi I Xi ai +ai I Xi >ai ai I Xi < ai ,

i=1,2 , , n , 因此只需证明

an 1

i=1

n

EYi →0 及 an 1

i=1

n

Yi EYi →0 a.s .

首先证明 an 1

i=1

n

EYi →0.

因为

an 1

i=1

n

EYi an 1

i=1

n

EXi I Xi ai +

an 1

i=1

n

aiP Xi >ai an 1

i=1

n

EXi I Xi ai

+
i=1

n

P Xi >ai , ( 5 )

故对于任意的 i 1，当 0< <1 时，有

EXi I Xi ai E Xi I Xi ai

aiE Xi

ai I Xi ai 2aiE Xi

ai + Xi
, ( 6 )

当 1 2 时, 有

EXi I Xi ai = EXi I Xi >ai

aiE Xi

ai I Xi >ai

2aiE Xi
1

ai 1+ Xi
1

Xi

ai I Xi ai

2aiE Xi

ai Xi
1+ai , ( 7 )

当条件 (Ⅰ ) 或 (Ⅱ) 成立时，由 ( 4) ~ (7) 式

及 Kronecker引理，有 an 1

i=1

n

EYi →0 .

剩下只需证明 an 1

i=1

n

Yi EYi →0 a.s . 由引

理知 Yn ,n 1 仍然是两两 NQD列，所以由定

理 A, 只需证明

n=1
an 2E Yn EYn 2 及 sup

n 1
an 1

n=1
E Yi EYi < .

由 C r 不等式有

n=1
an 2E Yn EYn 2 2

n=1
an 2EYn2

6
n=1
an 2EXn

2 I Xn an +6
n=1
P Xn >an . ( 8 )

对于任意的 n 1, 当 0< <1 时，有

EXn
2 I Xn an an2E Xn

an I Xn an

2an2E Xn

an+ Xn
,

当1 2时，有

EXn
2I Xn an 2an2E Xn

an Xn
1+an .

因此当 (Ⅰ) 或 (Ⅱ ) 成立时，由 (8) 式有

n=1

n

an 2E Yn EYn 2< ，

又因为

an 1

i=1

n

E Yi EYi 2an 1

i=1

n

E Yn

2an 1

i=1

n

E Yi I Xi ai +2an 1

i=1

n

aiP Xi >ai

2an 1

i=1

n

E Xi +2
i=1

n

P Xi >ai .

所以由 (1)、(4) 式知

sup
n 1
an 1

n=1

n

E Yi EYi < 成立．

定理得证．

推论 1 设 Xn , n 1 是满足式 (1) 的两两

NQD列，对每一个 n 1，有
n=1
E Xn

an < ，0<

2, 且有 EXn = 0, 其中 an , n 1 是非降趋

于无穷的正常数序列，则强大数定律 an 1

n=1

n

Xi →0

a.s成立．

证明 由定理 1直接得出结论．

推论 2 设 Xn , n 1 是满足式 1 的两

两 NQD列，Sn =
k=1

n

E Xk , 0<Sn↑ , 0< 2,

且 EXn =0, 若存在单调递增的函数 f :R+→R+ , 使

得 0

dx
f x < , 则强大数定律 f 1 Sn

k=1

n

Xk →0 a.s

成立．

证明 由

n=1
E Xn

f Sn =
n=1
f Sn Sn Sn 1
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n=1
Sn 1

Sn d x
f x <

及推论1即得．

推论 3 设 Xn , n 1 是满足式 (1 ) 的两

两 NQD 列， an , n 1 是非降趋于无穷的正常

数序列， bn , n 1 是正常数序列，且
n=1
bn< ,

EXn =0 , 若存在 r 2, 使得

n=1
bn
1 r

2 E Xn
r

anr < ,

则强大数定律 an 1

k=1

n

Xk →0 a.s 成立．

证明 r=2 时，由推论 1 结论成立．现设

r>2, 记

hn= E Xn
r

anr
2
r
,

于是有

hn>bn = hn
bn

1 r
2
<1 = E Xn

r

anr
2
r 1

<bn
1 r

2 ,

从而有

hn=hn I hn bn +hn I hn>bn

bn+ E Xn
r

anr
2
r 1

E Xn
r

anr I hn>bn

bn+bn
1 r

2 E Xn
r

anr ,

由假设可得

n=1
E Xn

r

anr
2
r
=
n=1
hn

n=1
bn+

n=1
bn
1 r

2 E Xn
r

anr < .

又因为

E Xn
2

an2 E Xn
r

anr
2
r
,

由推论1, 结论成立．
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A Strong Law of Large Number for Pairwise NQD Series

MA Hai-jun, GAO Ping, WANG Yuan-fang
(School of Mathematies and Computer Science，Hubei University，Wuhan 430062，China)

Abstract：Under certain conditions, to research the strong law of large Number for pairwise
NQD series of different distributions, obtained the new results. Moreover, studies the convergence
properties of pairwise NQD random sequences with different distributions.

Key words：strong law of large numbers；pairwise NQD series；distribution

(责任编辑：强士端)




