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摘 要：证明了一般对称群的共轭类完全由 n 的着色划分来确定的结论，并计算了一般对称群中每个共轭类所

含元素的个数。
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Abstract：It is proved that the conjugacy classes of generalized symmetric group are determined by the
colored partitions of n ，then calculates the cardinality of each conjugacy class.
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0 引言

对称群在群论中占据极为重要的地位，它是表示理论的重要研究领域之一。由 Cayley定理可知，每

个有限群都同构于某个对称群的子群。因此，把对称群及其他子群的结构问题研究清楚，则所有有限群

的结构也随之解决。另外，对称群对物理和化学上的研究都发挥着重要的作用。其晶体学上的很多问

题都是通过对称群及其子群来研究的。随着研究的进一步深入，往往需要考虑更一般的对称群，通常所

用到的一般对称群就是用一个有限群去半直积上对称群。早在 1995年，MACDONALD［1］给出了一般对称

群特征标表的计算。

群的元素可以被分割成若干不相交的共轭类的并，因为同一个共轭类上的元素具有很多共同的属

性，并且从群的共轭类可以看出很多关于它们结构上的重要特征。因此研究一般对称群的共轭类具有

非常重要的现实意义。我们已经知道对称群的共轭类完全由 n 的划分来确定，而本文把这一结论推广

到了一般对称群上，详细地给出了一般对称群的共轭类与 n 的着色划分之间存在一一对应关系。

1 预备知识

定义定义 11［2-3］ 从集合{ 1, 2, ⋯, n }到集合{ 1, 2, ⋯, n }的一个双射被称为一个 n 阶置换。所有 n 阶置换

构成的集合是一个群，被称为 n 阶对称群，记为 Sn 。
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定义定义 22［2］ 由一些非负整数构成的一个非递增序列 λ =（λ1, λ2, ⋯, λl），若其中只含有限个零，则称 λ

为一个划分。若 λ1 +λ2 +⋯+λl = n ，则称 λ是 n 的一个划分。有时候也表示成 λ =( 1m12m2⋯n
mn )，其中 mi

为非负整数，表示划分 λ中有 mi 个部分等于 i 。 l ( λ )= l 称为 λ的长度，|λ| =λ1 +λ2 +⋯+λl 称为划分 λ

的权。

n 阶置换可以表示成 σ = æ
è
ç

ö
ø
÷

1 2 ⋯ n
j1 j2 ⋯ jn

的形式，其中 j1 j2⋯jn 为 1, 2, ⋯, n 的一个排列，σ 表示把 i

映射到 ji 。 n 阶置换也可以写成若干不相交循环置换的乘积 σ =σ1σ2⋯ =( a1a2⋯al1 )( b1b2⋯bl2 )…，其中

循环置换 σ1 =( a1a2⋯al1 )表示把元素 ai 映射到元素 ai + 1 ( i = 1, 2, ⋯, l1 - 1 )，把 al1 映射到 a1 。正整数 li 叫

做循环置换 σi 的长度，记为 l ( σi )= li 。我们把( l ( σ1 )，l ( σ2 )，…)叫做置换 σ 的循环形式，简称为 σ 的

型。易知（ l ( σ1 )+ l ( σ2 )+…= n ，若把 l ( σ1 )，l ( σ2 )，…按非递增的顺序排列，则得到 n 的一个划分。

定义定义 33［2］ 任意给定对称群 Sn 中的两个元素 σ 和 τ ，若存在 Sn 中的一个元素 π ，使得 τ =πσπ-1 ，则

称 σ 与 τ 是共轭的。

共轭给出了对称群 Sn 中元素的一个等价关系，从而给出了 Sn 中元素的一个分类。由共轭关系所确

定的 Sn 的一个等价类叫做 Sn 的一个共轭类。

引理引理 11［4］ （Ⅰ）对称群 Sn 中的两个元素是共轭的当且仅当它们具有相同的型，即对称群的共轭类

与 n 的划分一一对应。

（Ⅱ） Sn 中型为 λ =( 1m12m2⋯n
mn )的共轭类中所含元素个数为 n !

1m12m2⋯n
mnm1!⋯mn ! 。

注：通常记 zλ =∏
i = 1

n

i
mimi ! ；设 c 为 Γ 的一个共轭类，记 ζc = ||G

|| c ，并称它为 c 中一个元素的中心化子

的阶，其中 ||X 表示集合 X 中所含元素个数。

2 一般对称群的共轭类

设 Γ 为有限群，Γn =Γ ×Γ ×…×Γ 为 Γ 的 n 次直积。对称群 Sn 在 Γn 上的作用定义为：

σ ( g1, g2, ⋯, gn )=( gσ-1(1), gσ-1(2), ⋯, g
σ-1(n) )。

定义定义 44［1］ 设 Γ 为有限群，则 Γn 与对称群 Sn 的半直积被称为一般对称群，记为 Γn = Γ~Sn ，也称为 Γ

与 Sn 的圈积（wreath product）。

一般对称群 Γn 的元素形式为 ( g, σ )，其中 g =( g1, g2, ⋯, gn )，gi ∈Γ，σ ∈ Sn 。任意给定 ( g, σ )，
( h, τ ) ∈Γn ，其乘法定义为 ( g, σ )·( h, τ )=( g∙τ ( h )，στ )。特别地，当 Γ = 1 时，Γn 就是对称群 Sn 。易

知，|Γn| = |Γn|∙|Sn| = |Γ|nn !。
定 义定 义 55［3- 4］ 设 X ={ x1, x2, ⋯, xk } 为 一 有 限 集 合 ， ρ(xi) 表 示 被 第 xi 着 色 了 的 划 分 ，把

ρ =( ρ ( x ) )x ∈X =( ρ ( x1 ), ρ ( x2 ),⋯, ρ ( xk ) ) 称为被 X 着色的一个着色划分，l(ρ) =∑
x ∈X

l ( ρ ( x ) ) 称为 ρ 的长度，

 ρ =∑
x ∈X

| ρ ( x ) |称为 ρ 的权。

设 Γ* =( c1, c2, ⋯, cr )为有限群 Γ 的所有不等价的共轭类构成的集合。任意给定 ( g, σ ) ∈Γn ( g =
( g1, g2, ⋯, gn )，gi ∈Γ，σ ∈ Sn )，把 σ 写 成 不 相 交 的 循 环 置 换 的 乘 积 形 式 ：σ =σ1σ2⋯ 。 设 σi =
( j1 j2 ⋯ jki )，则有 gσi

= gjki
⋯gj2 gj1 ∈Γ ，gσi

落在 Γ 的哪个共轭类里完全由 g 与 σi 来决定，由此它被叫做

( g, σ )对应于循环置换 σi 的循环积。设 c ∈Γ* ，令 mk(c) 表示 σ 中循环长度为 k 并且其循环积落在共轭

类 c 中循环置换的个数，那么∑
k, c

kmk ( c ) = n 。令 ρ ( c )=( 1m1( c )2m2( c )⋯ )，则 ρ ( c )为被共轭类 c 着色了的划

分，从而 ρ =( ρ ( c ) )c ∈Γ*
是被 Γ 的共轭类集 Γ* 着色的一个着色划分，并且权为 n 。由( g, σ )和 Γ* 确定的

着色划分 ρ =( ρ ( c ) )c ∈Γ*
被叫做元素( g, σ )的型。

例如：Γ = a|a6 = 1 为一个 6阶循环群，则 Γ* ={ 1, a, a2, a3, a4, a5 }，Γ6 =Γ6~S6 。考虑 ( g, σ ) ∈Γ6 ，其

中 g =( a4, 1, a2, a5, a3, a )，σ =σ1σ2σ3 =（531）（62）（4），那么有
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gσ1 = a5∙a2∙a4 = a5 ∈ c6 ，gσ2 = a∙1 = a ∈ c2 ，gσ3 = a5 ∈ c6 。

从而，由( g, σ )和 Γ* 确定的着色划分为 ρ =( ( 2 )c2, ( 31 )c6) 。
定理定理 11 一般对称群 Γn 中的两个元素是共轭的当且仅当它们具有相同的型，即 Γn 的共轭类与被 Γ*

着色的 n 的着色划分有着一一对应关系。

证明证明 1）先证 Γn 中两个共轭元具有相同的型。

① 设 τ ∈ Sn ，则 τ̄ =( 1, τ ) ∈Γn ，下面证明 Γn 中的任一元素( g, σ )与其共轭元 τ̄ ( g, σ ) τ̄-1 有相同的型。

τ̄ ( g, σ ) τ̄-1 =( τ ( g )，τστ-1 )，若 π =( j1, j2, ⋯, jk ) 是 σ 中 的 一 个 循 环 置 换 ，那 么 τπτ-1 =
( τ( j1 ), τ( j2 ), ⋯, τ ( jk ) ) 是 τστ-1 中的一个循环置换，从而易得循环积 gπ 与 g

τπτ-1 相等，故( g, σ )与 τ̄ ( g, σ )
τ̄-1 有着相同的型。

② 设 h =( h1, h2, ⋯, hn ) ∈Γn ，则 h̄ =( h, 1 ) ∈Γn 。下面证明 Γn 中的任一元素 ( g, σ )与其共轭元 h̄

( g, σ ) h̄-1 有相同的型。

h̄ ( g, σ ) h̄-1 =( hgσ ( h-1 )，σ )，则( hgσ ( h-1 )，σ )中对应于循环置换 π =( j1 j2 ⋯ jk )的循环积为

( hjk
gjk
h-1

jk - 1 )( hjk - 1gjk - 1h
-1
jk - 2 )…( hj1gj1h

-1
jk
)= hjk

( gjk
∙gjk - 1⋯∙gj1 ) h-1

jk
，

显然它与 Γ 中的元素 gjk
, gjk - 1, ⋯, gj1 是共轭的，即有循环积 gπ 与 hgσ( h-1 )π 相等，故( g, σ )与 h̄ ( g, σ ) h̄-1

具有相同的型。由①与②可知，Γn 中两共轭的元素具有相同的型。

2）再证 Γn 中具有相同型的两个元素共轭。

设 ( g, σ ) ，( h, τ ) ∈Γn ，且它们具有相同的型，那么 σ 与 τ 在 Sn 中具有相同的循环形式 σ1σ2⋯ 。由

引理 1可知，σ 与 τ 在 Sn 中共轭，那么总可以选取合适的 π ∈ Sn ，使得 σ =πτπ-1 ，而由 1）中①的证明可知

( h, τ )与 π̄( h, τ )π̄-1 =( h, σ ) 共轭。又由 1）可知( h, τ )与( h, σ )具有相同的型，因此不妨假设 σ = τ 。从而

( g, σ )与( h, τ )落在 Γn 的同一个Young子群 Γσ =Γl(σ1) ×Γl(σ2) ×⋯ 中，也就是说它们在Young子群 Γσ 中是

共轭的。从而只需要进一步考虑 σ =( 12⋯n )的情况。当 σ =( 12⋯n )时，由于( g, σ )与( h, σ )具有相同的

型，故循环积 gσ = gngn - 1⋯g1 与 hσ = hnhn - 1⋯h1 落在 Γ 的同一个共轭类中，也就是它们在 Γ 中共轭，则存在

dn ∈Γ 使得 gσ = dnhσd
-1
n 。对于 Γ 中的元素 gi 与 hi ( i = 1, 2, ⋯, n - 1 )，总可以找到合适的 d1 ，d2 ，…，

dn - 1 ∈Γ ，使得

gn - 1 = dn - 1hn - 1d
-1
n - 2 ，gn - 2 = dn - 2hn - 2d

-1
n - 3, ⋯, g1 = d1hn - 1d

-1
n ，

令 d =( d1, d2, ⋯, dn )，从而有 d ( g, σ ) d-1 =( h, τ )，即( g, σ )与( h, τ )在 Γn 中共轭。

综上，定理 1成立。

定理定理 22 Γn 中型为 ρ =( ρ ( c ) )c ∈Γ* 的共轭类所含元素个数为 n !∏
c ∈Γ*

zρ(c)
∙ |G|n∏

c ∈Γ*

ζ
l( ρ ( c ) )
c

。

证明证明 设 ( g, σ )为 Γn 的型为 ρ =( ρ ( c ) )c ∈Γ* 的共轭类中的任一元素，其中 ρ ( c )=( 1m1(c)2m2(c)⋯n
mn(c) )，

 ρ = n 。那么由引理 1中的Ⅱ，可知 σ ∈ Sn 的选择方式共有 n !∏
i = 1

n

i
mimi !

种，其中 mi =∑
c ∈Γ*

mi(c) 。对每个选

取的 σ ∈ Sn 和每个固定的 i≥1，共有 mi !∏
c ∈Γ*

mi(c)! 种方法来分配 ρ 中 mi 个长度为 i 的循环置换。选取 σ

中长度为 i 的循环置换 τ =( j1 j2⋯ji )，使其循环积 gτ = gji
gji - 1⋯ gj1 落在共轭类 c 中的元素 g ( g1, g2, ⋯, gn )

的选取共有 |G|i - 1∙|c|种方法。从而型为 ρ 的共轭类所含元素个数为

n !
∏
i = 1

n

i
mimi !

∙∏
i = 1

n ( mi !∏
c ∈Γ*

mi(c)!)∙∏i = 1

n (|G|i - 1∙|c|)mi = n !
∏
c ∈Γ*
∏
i = 1

n

i
mimi(c)!

∙|G|∑i = 1
n

imi∙∏
i = 1

n ( || c
||G
)
mi

=

n !∏
c ∈Γ*

zρ(c)
∙ |G|n
∏
c ∈Γ*

ζc

∑
i = 1
n

mi(c)
(l(ρ(c)) =∑

i = 1

n

mi(c)) = n !∏
c ∈Γ*

zρ(c)
∙ |G|n∏

c ∈Γ*

ζc

l(ρ(c)) 。

故定理 2成立。

（下转第 302 页）

299




